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Hydraulisk system.
Q1[m3/s]
x[m]
Q2[m3/s]
Tanken har rette vegger. Vannspeilarealet A[m2] er da konstant og uavhengig nivået x[m].
Generell balanseligning:
Akkumulert volum pr tidsenhet i tank = Innstrømning – Utstrømning
dV [m 3 ]
m3
m3
= Q1[ ] − Q2 [ ]
dt[ s]
s
s
V [m 3 ] = A[m 2 ] ⋅ x[m]
dV [m 3 ]
dx[m]
m3
m3
= A[m 2 ]
= Q1[ ] − Q2 [ ]
dt[ s]
dt[ s]
s
s
dx 1
1
= Q1 − Q2
dt A
A
System 1 – Q2 = 0:
dx 1
= Q1
dt A
t
1
x = x(0) + ∫ Q1dt
A0
s ⋅ ∆x( s ) =
1
∆Q1 ( s )
A
Nivåendring: ∆x( s ) =
1
∆Q1 ( s )
A⋅ s
Transferfunksjon: h1 ( s) =
∆x( s)
1
=
∆Q1 ( s ) A ⋅ s
1
Vi velger tankarealet (vannspeilarealet) A = 1[m2].
m3
For en sprangendring ∆Q1 = 0,01[ ] og startverdi x(0) = 0 (tom tank) får vi:
s
1
1 0,01 0,01
Nivåendring: ∆x( s ) =
∆Q1 ( s) = ⋅
= 2
A⋅ s
s s
s
Nivåendring: ∆x = x = 0,01t
Sprangrespons - ∆Q1 = 0,01[
m3
]:
s
m3
For en rampendring ∆Q1 = 0,01t[ ] og startverdi x(0) = 0 (tom tank) får vi:
s
1
1 0,01 0,01
Nivåendring: ∆x( s ) =
∆Q1 ( s ) = ⋅ 2 = 3
A⋅ s
s s
s
n( fak )
Fra formelark:
⇔ tn
s n+1
0,01 1⋅ 2
0,01 2
s n+1 = s 3 ⇒ n = 2 :
⋅ 2+1 ⇔
⋅t
2 s
2
Nivåendring: ∆x = x =
0,01 2
t = 0,005t 2
2
2
Ramprespons - ∆Q1 = 0,01t[
m3
]:
s
System 2 – Q2 = konstant:
Setter vi inn en volummetrisk pumpe (stempel-, skrue-, membran-pumpe,etc) kan vi sette
utstrømning Q2 = konstant.
I det driftstilfelle at Q1 = Q2 vil nivå x holde seg konstant:
dx 1
1
1
1
dx
= Q1 − Q2 = Q1 − Q1 = 0 ⇒
= 0 (ingen nivåendring)
dt A
A
A
A
dt
x = x(0) = konstant
Endrer vi innstrømning Q1 får vi:
Q1 = Q1 (0) + ∆Q1 = Q2 + ∆Q1
dx 1
1
1
1
1
= Q1 − Q2 = (Q2 + ∆Q1 ) − Q2 = ∆Q1
dt A
A
A
A
A
3
t
1
x = x(0) + ∫ ∆Q1dt
A0
s ⋅ ∆x( s ) =
1
∆Q1 ( s )
A
Nivåendring: ∆x( s ) =
1
∆Q1 ( s )
A⋅ s
∆x( s)
1
=
= h1 ( s)
∆Q1 ( s ) A ⋅ s
Transferfunksjonen blir den samme som for System 1.
Transferfunksjon: h2 ( s ) =
System 3 – Q2 = f(x):
Dersom utstrømning får renne fritt via utløpsrøret vil utstrømning Q2 være avhengig av
tanknivået x, altså Q2 = f(x).
Tanken er fylt med væske med tetthet ρ [
kg
] og utstrømning Q2 renner mot atmosfæres trykk
m3
p2 = 0.
Q1[m3/s]
x[m]
p1
Q2[m3/s]
p2=0
Det er nå dimensjonering av rørsystemet mellom tanktrykket p1 og atmosfæretrykket p2 som
er med å bestemme størrelsen på utstrømning Q2. Vi skal vise at Q2 = k h x (en ulineær
funksjon).
I bunnen av tanken virker det statiske trykket:
kg
m
kg
p1[ Pa] = ρ [ 3 ] ⋅ g[ 2 ] ⋅ x[m] = ρ ⋅ g ⋅ x[
= Pa]
m
s
m ⋅ s2
På samme måte som spenningsforskjellen over en elektrisk motstand vil bestemme den
elektriske strømmen i motstanden, vil trykkforskjellen over et rør (hydraulisk motstand)
bestemme strømning Q2 i røret.
Store glatte rør har mindre hydraulisk motstand enn små og ru rør, videre har lange rørlengder
større hydraulisk motstand enn korte rør med ellers like dimensjoner og kvalitet.
4
Trykkforskjellen mellom p1 og p2 (trykkfallet over utløpsrøret) er gitt av:
∆p = p1 − p2 = p1 − 0 = p1 = ρ ⋅ g ⋅ x
p
d2
p1
Q2
v2
p2=0
I innløpet til utløpsrøret strømmer Q2 med hastigheten v1[m/s], mens strømningshastigheten er
v2[m/s] i utløpsrøret.
Utløpsrøret er alltid helt fylt, uansett om Q2 er stor eller liten.
For strømningssystemer gjelder (Bernoullis ligning):
1
1
1
1
p1 + ρ ⋅ v12 = p2 + ρ ⋅ v22 = 0 + ρ ⋅ v22 = ρ ⋅ v22 , som uttrykker at summen av potensielle og
2
2
2
2
kinetiske trykk i et system er lik null.
d1
v1
d2
v2
1
1
p1 + ρ ⋅ v12 = ρ ⋅ v22
2
2
1
1
1
p1 = ρ ⋅ g ⋅ x = ρ ⋅ v22 − ρ ⋅ v12 = ρ (v22 − v12 )
2
2
2
For å eliminere en av hastighetene benytter vi kontiuitetsligningen som er basert på at det
overalt i systemet strømmer samme mengde Q = Q2:
m3
m
m
Q2 [ ] = A1[m 2 ] ⋅ v1[ ] = A2 [m 2 ] ⋅ v2 [ ]
s
s
s
2
π ⋅ d2
A2
d 22
4
v1 =
v2 =
⋅v =
v , som innsatt i Bernoullis ligning gir:
A1
π ⋅ d12 2 d12 2
4
d2
1
1
p1 = ρ ⋅ g ⋅ x = ρ (v22 − v12 ) = ρ (v22 − ( 22 ) 2 v22 )
2
2
d1
d2
d2
1
1
g ⋅ x = (v22 − ( 22 ) 2 v22 ) = v22 (1 − ( 22 ) 2 )
d1
d1
2
2
2g ⋅ x
v22 =
d2
1 − ( 22 ) 2
d1
5
v2 =
2g ⋅ x
d2
1 − ( 22 ) 2
d1
π ⋅ d 22
2g
2g ⋅ x
=
⋅
⋅ x = kh ⋅ x
2
d2 2
d 22 2
4
4
1− ( 2 )
1− ( 2 )
d1
d1
Strømning Q2 er proporsjonal med kvadratroten av nivå x.
Q2 = A2 ⋅ v2 =
π ⋅ d 22
⋅
Dette er en ulineær relasjon som ikke kan Laplace-transformeres.
Vi velger:
A1 = 1[m 2 ] =
π ⋅ d12
⇒ d1 =
4
= 1,128[m]
4
π
d2 = 0,01128[m]
m
g = 9,81 ≈ 10[ 2 ]
s
2
π ⋅ d2
2g
2 ⋅10
π ⋅ 0,01128 2
⋅
=
= 4,5 ⋅10 −4
kh =
2
2
4
4
0,01128 2
d
1− (
)
1 − ( 22 ) 2
1,128 2
d1
m3
] = k h ⋅ x = 4,5 ⋅10 − 4 x[m]
s
l
Q2 [ ] = 4,5 ⋅10 − 4 ⋅10 3 x[m] = 0,45 x[m]
s
Q2 [
Beregninger gir:
x[m]
0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 5,0
Q2[l/s] 0 0,32 0,45 0,55 0,64 0,71 0,78 0,84 0,90 0,95 1,0
Q2[l/s]
1,0
Ulineær
0,5
0,1
x[m]
1,0
3,0
5,0
Linearisering etter utførte målinger/beregninger:
6
Vi tar utgangspunkt i startbetingelse for nivået x(0) og gjør små endringer omkring et
arbeidspunkt i x(0), Q2(0).
Velger x(0) = 2,5[m] og avleser fra tabell Q2(0) = 0,71[l/s].
Deretter endrer vi Q2 mellom 0,64[l/s] og 0,78[l/s] omkring arb.pkt x(0) = 2,5[m], Q2(0) =
0,71[l/s].
For små endringer:
l
∆Q2 [ ] ≈ k L ⋅ ∆x[m]
s
∆Q2 0,71 − 0,64
kL =
=
= 0,14
∆x
2,5 − 2,0
∆Q2 0,78 − 0,71
= 0,14
kL =
=
3,0 − 2,5
∆x
Differensialligning for systemet for tankareal A = 1[m2] :
dx 1
1
= Q1 − Q2 = Q1 − Q2
dt A
A
For x(0) = 2,5[m] og Q2(0) = 0,71[l/s]:
d (∆x)
= Q1 − Q2 ≈ ∆Q1 − k L ⋅ ∆x
dt
s ⋅ ∆x( s) = ∆Q1 ( s) − 0,14∆x( s)
∆x( s )(s + 0,14) = ∆Q1 ( s)
7,14
1
1 / 0,14
∆x( s ) = ∆Q1 ( s ) ⋅
⋅
= ∆Q1 ( s ) ⋅
s + 0,14 1 / 0,14
7,14 s + 1
Linearisert transferfunksjon omkring arb.pkt x(0) = 2,5[m], Q2(0) = 0,71[l/s]:
∆x( s)
7,14
=
∆Q1 ( s) 7,14s + 1
La oss betrakte den stasjonære tilstanden: x(0) = 2,5[m], Q2(0) = 0,71[l/s] = Q1(0) = 0,71[l/s].
hL ( s) =
Vi endrer Q1 som et sprang til 0,78[l/s]: ∆Q1 = 0,78 − 0,71 = 0,07[l / s]
7,14
0,07
0,5
∆x( s) = hL ( s ) ⋅ ∆Q1 ( s) =
⋅
=
7,14s + 1 s
s (7,14s + 1)
Fra formelark: ∆x = 0,5(1 − e
−
t
7 ,14
) og x = 2,5 + 0,5(1 − e
−
t
7 ,14
)
Beregninger gir:
7
t[s]
∆x[m]
x[m]
0
3,0 5,0 7,14 15
20
30
40
100
0
0,17 0,20 0,32 0,44 0,47 0,49 0,50 0,50
2,50 2,67 2,70 2,82 2,94 2,97 2,99 3,00 3,00
Skisserer nivåendring (dynamikk):
Analytisk metode for å linearisere ulineære diff.ligninger.
8
Se s.160 i lærebok:
•
δf
δf
∆x +
∆u = a∆x + b∆u
(3.198): ∆x =
δx A
δu A
l
Differensialligning for A = 1[m2] og Q2 [ ] = 0,45 x[m] og arb.pkt xA = 2,5[m]:
s
•
1
1
f = x = Q1 − Q2 = Q1 − Q2 = Q1 − 0,45 ⋅ x
A
A
a=
b=
•
df
dx
=
A
df
dQ1
∆x =
0,45
0,45
d
(Q1 − 0,45 x A ) = −
=−
= −0,14
dx
2 xA
2 2,5
=
A
d
(Q1 − 0,45 x A ) = 1
dQ1
δf
δf
∆x +
∆u = a∆x + b∆u = −0,14∆x + ∆Q1
δx A
δu A
s ⋅ ∆x( s) = −0,14∆x( s) + ∆Q1 ( s)
∆x( s )(s + 0,14) = ∆Q1 ( s)
hL ( s) =
∆x( s )
1
1
1/ 0,14
7,14
=
=
⋅
=
∆Q1 ( s) s + 0,14 s + 0,14 1/ 0,14 7,14s + 1
Dette er nøyaktig samme transferfunksjon som vi utledet etter praktiske målinger/beregninger.
9
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