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Algebra - 1
3 Ekvationslösning
Teori ▪ Princip för lösning av ekvationer
Två matematiska uttryck som fogas samman med ett likhetstecken kallas
en ekvation eller likhet. Om de två uttrycken x − 8 och 17 sätts samman
får vi ekvationen x − 8 = 17. Uttrycket x − 8 bildar ekvationens
vänsterled och talet 17 dess högerled.
Vänsterledet är i vårt exempel ett uttryck som kan anta olika värden
beroende av värdet på variabeln x. Men högerledet är det konstanta talet
17. Att lösa ekvationen betyder att bestämma vilket (eller vilka) värden
på x som gör att vänsterledet och högerledet blir lika. I detta exempel ser
vi direkt att det bara är ett värde som duger, nämligen x = 25.
När man väger med en balansvåg lägger man det som
ska vägas i den ena vågskålen. I den andra lägger man
vikter så att det väger jämnt. Plockar man då bort lika
mycket från båda vågskålarna, väger det fortfarande
jämnt. Samma sak inträffar om man lägger dit lika
mycket på båda vågskålarna. Att lösa ekvationer går till
på liknande sätt. Vi gör samma räkneoperationer i
ekvationens båda led.
Grunden vid lösandet av ekvationer är att behandla de båda leden lika.
Detta påminner om rättvisebegreppet som i sin enklaste och kanske bästa
form handlar om att behandla olika parter lika. Det finns sedan gammalt en
nära koppling mellan rättvisa och vägandet av det goda. Rättvisan (justitia
lat. iusti´tia ’rättfärdighet’ ) avbildades ofta som en kvinna med ögonbindel,
svärd och en vågskål.
När vi
• adderar samma tal till båda leden
• subtraherar samma tal från båda leden
• multiplicerar hela vänsterledet och hela högerledet med samma
tal
• dividerar hela vänsterledet och hela högerledet med samma tal så
fortsätter vänsterledet och högerledet att vara lika.
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Modell ▪ Lösning av förstagradsekvationer
Exempel 1
Lös ekvationen x + 6=15.
(Ekvationer som kan förenklas till ekvationer av typen ax = b där a och b är
reella tal kallas förstagradsekvationer.)
Lösning
Vi tänker oss vänsterledet x + 6 i den ena
vågskålen och högerledet 15 i den andra.
Likhetstecknet visar att det väger jämnt. Vi
tar bort 6 enheter från vardera vågskålen. Då
ligger x enheter i den ena och 9 enheter i den
andra. Alltså är x = 9.
Ett bra dataprogram som bygger på ”vågprincipen”
är: http://www.mathsnet.net/algebra/balance.htm l
Exempel 2
Lös ekvationen x–34=67.
Lösning
Nu adderar vi i stället lika mycket till varje led.
x – 34 = 67
Addera 34 till båda led
x – 34 + 34 = 67 + 34
[Snabbregel: Ta bort −34 från vänsterledet och skriv dit +34 i högerledet]
Vi får
x = 101
Exempel 3
Lösning
Lös ekvationen 3x +23=7.
3x +23 = 53
Subtrahera 23 från båda led
3x +23 – 23 = 53 – 23
[Snabbregel: Ta bort +23 från vänsterledet och skriv dit −23 i högerledet]
Förenkla
3x = 30
3 x 30
Dividera båda led med 3
=
3
3
Förenkla
x = 10
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Exempel 4
Lös ekvationen
Lösning
Subtrahera 7 från båda led
Förenkla
+ 7 = 10.
+ 7 = 10
+ 7 – 7 = 10 – 7
=3
3x 3
= =
4 ⋅3 3
Dividera båda led med 3
x
=1
4
4x
= 4⋅1
4
Förenkla
Multiplicera båda led med 4
Exempel 5
3x
4
3x
4
3x
4
3x
4
Lös ekvationen 13x + 7 = 5x–10.
Lösning
13x + 7 = 5x–10
Subtrahera 5x från vardera ledet
13x + 7 – 5x = 5x – 10 – 5x
Förenkla
8x + 7 = –10
Subtrahera 7 från vardera ledet
8x + 7 – 7 = –10 – 7
Förenkla
8x = –17
8 x −17
Dividera båda led med 8
=
8
8
1
Förenkla
x = −2
8
Exempel 6
Lös ekvationen 3x + 7(x – 4) = 5(x – 3) – 13.
Lösning
Multiplicera in i parenteserna
Subtrahera 5x från vardera ledet
Förenkla
Addera 28 till båda led
Förenkla
Dividera båda led med 5
Förenkla
3x + 7(x – 4) = 5(x – 3) – 13
3x + 7x – 28 = 5x – 15 – 13
10x – 28 = 5x – 28
10x – 28 – 5x = 5x – 28 – 5x
5x – 28 = –28
5x – 28 + 28 = –28 + 28
5x = 0
5x
=0
5
x=0
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Modell ▪ Ställa upp och lösa ekvationer
Exempel
Summan av tre på varandra följande (konsekutiva) tal är 27. Vilka är
talen?
Lösning
Låt x vara det första talet i följden. De tre talen är då x, (x+1) och (x+2).
Eftersom summan av dessa tal är 27 får vi en ekvation
x + (x + 1) + (x + 2) = 27.
Parenteser med plus framför kan tas bort: x + x +1+ x +2 = 27.
Vi förenklar vänstra ledet genom att addera de obekanta talen x för sig
och de bekanta talen för sig.
3x + 3 = 27
3x = 24
x=8
Svar: Talen är 8, 9 och 10
Modell ▪ Ekvationen
a c
=
b x
Exempel På ett bageri ska en stor matbrödsdeg sättas. I den ska ingå
rågmjöl och vetemjöl i proportionen 3 till 5. På 3 viktdelar rågmjöl går
det alltså 5 viktdelar vetemjöl. Man har 33 kg rågmjöl i degkärlet och
ska tillsätta vetemjöl så att blandningen blir den rätta. Hur många kg
vetemjöl ska blandas i degen?
Lösning Vi antar att det ska tillsättas x kg vetemjöl, vilket ger
Nu tillkommer en svårighet. Variabeln x står i nämnaren.
Multiplicera båda leden med x:
Dividera båda leden med 3:
Multiplicera båda leden med 5:
3x
= 33
5
x
= 11
5
x = 55
Svar: Det ska tillsättas 55 kg vetemjöl.
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3 33
=
5 x
M atematiken i historien
Förstagradsekvationer De första spåren av ekvationstänkande finner
man i den egyptiska Rhindpapyrusen (ca 2000 f Kr). Ofta presenteras
där lösningar, som bygger på huvudräkning. Så här kan ett problem se
ut:
Då ett tal adderas till sin sjundedel erhålles svaret 24. Vilket är talet?
I Rhindpapyrusen utgår man från en gissning och antar att det är talet 7,
vars sjundedel är 1.
24
=3. Alltså skall 7 multipliceras med 3. Det sökta talet är
7+1=8 och
8
7⋅3=21. Dess sjundedel är 3 och 21 + 3 = 24.
V3.1
Skriv upp en ekvation som löser ovanstående problem.
Metoderna för ekvationslösning utvecklades långsamt, eftersom man
inte hade symboler för att presentera en ekvationslösning på ett
överskådligt sätt. Allt beskrevs med ord. Visserligen gjorde Diophantos
från Alexandria (ca 250 e Kr) och al–Khwarizimi (800–talet e Kr)
betydelsefulla upptäckter i algebra, men det dröjde innan deras idéer fick
någon spridning.
Under 600–talet gör sig araberna till
herrar över Egypten, Syrien och
Mesopotamien och kommer då i
kontakt med den högtstående antika
grekiska kulturen. Under 800-talet tar
översättningsarbetet av de grekiska
skrifterna till arabiska full fart i det för
detta ändamål inrättade Visdomens hus
i Bagdad. I denna intellektuella miljö
verkar al–Khwarizimi som kom från
staden Khwarism öster om Kaspiska
havet, beläget i nuvarande
Turkmenistan.
Algebra - 25
Hur löste man då ekvationer, när man varken hade x eller tecken för
räknesätten? Detta problem ur Fibonaccis bok Liber Abaci från 1200–
talet får utgöra ett exempel.
(Ur Dahl, Kristin, Den fantastiska matematiken Fischer & Co 1991):
”En man gick in i en trädgård genom sju grindar och tog där ett antal
äpplen. När han lämnade trädgården, gav han den första grindvakten halva
antalet äpplen som han hade tagit och ytterligare ett äpple. Till den andra
vakten gav han hälften av sina återstående äpplen och ett äpple till. Han
gjorde på samma sätt med de följande fem grindvakterna och lämnade
trädgården med ett äpple. Hur många äpplen hade han tagit i trädgården?”
Lös uppgiften. Ledning: Låt personen gå baklänges och se hur antalet
äpplen hela tiden växer tills han passerar genom den första porten.
V3.2
En smed, en bonde och en murare spelade kort tillsammans.
Först förlorade smeden hälften av sina pengar, så att bonden
och muraren vann lika mycket vardera. Därefter förlorade
bonden hälften av sina pengar, så att smeden och muraren
vann lika delar. Slutligen förlorade muraren hälften av sina
pengar, så att smeden och bonden fick lika mycket vardera. Vid
spelets slut hade var och en 8 kronor. Vem av de tre spelarna
hade förlorat vid detta kortspel?
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Först på 1600–talet blev ekvationslösning känd, då den franske filosofen
och matematikern René Descartes (1596—1650) införde symboler och
kallade det obekanta för x. Descartes använde alfabetet så att de första
bokstäverna a, b, c,…användes för kända storheter (konstanter), och x, y,
z,…betecknade variabler.
Descartes avled på
Stockholms slott i
lunginflammation.
Han var kallad dit
av drottning
Kristina för att
inviga henne i
filosofins labyrinter.
Efter konstverk av
Pierre-Louis the
Younger Dumesnil
Carl Friedrich Gauss (1777–1855) formulerade och bevisade år 1800
algebrans fundamentalsats: Varje algebraisk ekvation av grad n har precis
n lösningar. Men dessförinnan hade han utvidgat talsystemet till de
komplexa talen.
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G3.3
a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)
h)
i)
j)
k)
Lös ekvationerna utan räknare
x + 9=12
x – 8=13
23 = x +12
5x =125
4x = 444
11x = 132
4,5 + x = 8,3
x – 6,5 = 9,7
x
=7
8
y/7 = 9
x
= 14
0,2
x
= 0,5
6
m) 3x + 8 = 17
n) 3x – 5 =13
o) 4x/5 – 7 = 13
p) 2x + 3x + 4x = 18
q) 5x + (2x – 6) =15
r) 2(5x – 3) – 3(2 – 3x) = 26
s) 2(9 – 5x) = 28
t) 7x – 8 = 4 + x
u) 5,4 + 3x = 4x – 3
v) a + 0,4 = 3a –1,8 – 0,5a
w) x + 2(x – 4)=5x – 3(4 – x)
x) 5x – 2(8 – x)=17 – x
l)
G3.4
a)
b)
c)
d)
e)
f)
Lös ekvationerna utan räknare
5x – 30 = 40
18 = 5x–7
2x – 17 = 44
x
100=
+ 57
3
0,4x +16 = 54
z
− 12
11 =
0,5
g)
h)
h)
4x
+3 =
8
8
0, 4 x
+2 =
8
7
7x
− 12 =
16
j)
0,6
i)
G3.5
a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)
5x
−3 =
8
7
Lös ekvationerna. Ge svaren med två värdesiffror.
23x = 33
i) 5,6⋅106⋅x = 2,3⋅10–8
3,0x – 23 = 45
3, 4 x
78
=
j)
3
6,1x + 25 = 74
4,5 ⋅10
23
198 = 32 +1,8x
2,0 x
− 11 =
16
k)
780 = 240 +180x
3,0
32x +34 = 56
2x 5 3
− =
31x – 36 = 89
l)
31 7 11
x
=
6, 4 ⋅10−7
5
3, 4 ⋅10
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9 Komplexa tal
Matematikern kan fritt införa nya objekt som de komplexa talen. Det
som krävs är att användningen av dessa nya objekt inte leder till motsägelser. De komplexa talen kan till en början verka abstrakta, men de har
mycket viktig användning inom olika grenar av naturvetenskapen t ex
inom växelströmsteorin och kvantmekaniken.
Vi kan nu konstatera, utan att försöka oss på ett bevis, att alla algebraiska
ekvationer kan lösas med de komplexa talen t ex de tidigare nämnda
andragradsekvationerna. Detta slogs fast av den tyske matematikern Carl
Friedrich Gauss på 1800-talet.
Algebraiska ekvationer innehåller variabler och konstanter. Variabler kan
anta olika värden. Konstanter är bestämda tal, till exempel 3 och −1/7. I
algebraiska ekvationer använder man sig av algebraiska operationer:
addition, subtraktion, multiplikation, division och potensberäkningar
med rationella exponenter, till exempel
3
2
x .
Låt oss ge ett par exempel
0
0 och x 2 + x 3/ 2 − 1 =
på algebraiska ekvationer: x 5 + 1 =
Teori ▪ De komplexa talen
När vi löser förstagradsekvationer av typen ax + b = 0, där a och b är
hela tal, tillhör lösningarna mängden av rationella tal, som betecknas  .
7
, som är ett rationellt tal.
5
På samma sätt tillhör lösningarna till andragradsekvationen x2 – 5 = 0
Lösningen till ekvationen 5x + 7 = 0 är x = −
mängden av reella tal, . I vårt exempel är lösningarna x1 = + 5 och
x2 = − 5 .
Om man inte ytterligare skulle utvidga talområdet så skulle man inte
kunna lösa vissa ekvationer, t ex ekvationen x2 + 1 = 0. Om vi försöker
lösa ekvationen får vi:
x2 +1 =
0 ⇔ x 2 = −1 ⇔ x1=
−1 eller x2 =− −1 .
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Dessa rotuttryck är inga reella tal, men om vi utvidgar vårt talsystem
med den imaginära enheten i som definieras med likheten i 2 = −1, så
kommer den formella lösningen att ha följande utseende:
x2 +1 =
0 ⇔ x 2 = −1 ⇔ x 1 = +i eller x 2 = –i.
Om vi bara hade talet i så vore utvidgningen inte mycket värd. Om
rotlagarna skulle gälla i ett större talsystem skulle vi få
−=
4
4 −=
1 2i . Vi kan alltså utvidga de reella talen till de
imaginära talen bi, där b är ett godtyckligt reellt tal. Hela talsystemet
förenklas vidare om vi tillåter de s k komplexa talen, , a + bi, där a och
0 löses på följande
b är reella tal. Andragradsekvationen x 2 + 2 x + 5 =
sätt inom :
x 2 + 2x + 5 =
0 ⇔ x = –1 ± 1 − 5 ⇔ x = –1 ±
⇔
x1 = –1 + 2i eller x2 = –1 – 2i
−4
Modell ▪ Det komplexa talplanet
Som du tidigare lärt dig kan
reella tal representeras på en
tallinje eller en x-axel. Ett
komplext tal z = a + b i kan
representeras i ett rätvinkligt
KS. Talet z är den punkt
som har koordinaterna (a, b).
Talet a (realdelen av z) skrivs
Re z = a . Talet b
(imaginärdelen av z) skrivs
Im z = b. Den horisontella
axeln kallas nu för den reella
axeln och den vertikala för
den imaginära axeln.
Punkterna i diagrammet ovan har koordinaterna (3, 6), (-6, 8), (-3, -5)
och (9, -4).
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Det komplexa talet z = a + b i kan också representeras av en vektor , en
riktad sträcka, vars spets befinner sig i punkten (a, b) och vars andra
ände, fotpunkt, befinner sig i origo. Vilka komplexa tal representerar
vektorerna nedan?
Absolutbeloppet av ett
komplext tal z = a + bi
tecknas |z| och är
längden av
motsvarande vektor.
Pythagoras sats ger |z |=
=
a 2 + b2
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Exempel 1
Rita in spegelbilderna i den
reella axeln till vektorerna
z 1 och z 2 .
Lösning
Spegelbilden till talet a + bi
är talet a – bi och kallas
konjugatet till z.
Konjugatet till z betecknas
z.
Ange utifrån figuren till
höger de komplexa talen z 1
och z 2 samt de komplexa
konjugaten z1 och z2 på
formen a + bi.
Exempel 2 Markera punkterna i talplanet som uppfyller villkoret |z| ≤ 2.
Lösningen är alla punkter vars vektorer har längder som är mindre än
eller lika med 2. Detta är alltså området innanför cirkeln i figuren nedan
till vänster och cirkelns periferi.
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Exempel 3 Markera punkterna i talplanet som uppfyller villkoret |z| < 2
Lösningen är alla punkter vars vektorer har längder som är mindre än 2.
Detta är alltså området innanför cirkelns periferi i figuren nedan, som
därför är streckad på periferin.
G9.1 Beräkna summan och differensen av följande termer
a) 3 – 6i och 2 + 7i
b) 1 – 4i och 3 – 5i
c) –1 – 4i och –7 + 5i
d) 8 – i och –5i
G9.2 Vilka är de komplexa talen om
a) Re z = 3 och Im z = –2
b) Re z = –73 Im z = –1
c) Re z = 0 och Im z = 5
G9.3 Vilka konjugat har de komplexa talen
a) 3 – 6i
b) –3 + 7i
c) 5i
d) –6i
G9.4 Beräkna det exakta värdet på absolutbeloppet av z om
a)
b)
e)
f)
z = 3 + 4i
c) z = –3 + 5i
z = 8 – 15i
d) z = –4i
z = 3,6
Markera de punkter i det komplexa talplanet som uppfyller
villkoret |z| ≥ 2.
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G9.5 Markera de punkter i det komplexa talplanet som uppfyller
villkoret
a) Im z ≥ 2
b) Re z ≤ -2
c) –4 ≤ Re z ≤ –2
d) 5 > Im z > 2
e)
f)
2 ≤ |z| ≤ 5
Re z ≥ 3 och –3 ≤ Im z
G9.6
a)
Visa att z + z är ett reellt tal. (Antag att z = a + bi.)
Visa att z – z är ett imaginärt tal.
b) Visa att z⋅ z är ett reellt tal.
z
= k ⋅ z där k är ett reellt tal.
c) Visa att
z
Förläng nämnaren under
rottecknet med konjugatet!
Teori ▪ Addition och subtraktion av komplexa tal
Teoriuppgift
a) Rita de komplexa talen och z 1 = –5 + 7i och z 2 = 2 + 3i som
vektorer i det komplexa talplanet. Rita den motsatta vektorn –z 2 = –
(2 + 3i)= = –2 – 2i. Hur ligger en vektor och dess motsatta vektor i
förhållande till varandra?
b) Rita in vektorn (z 1 + z 2 ) i samma koordinatsystem. Beskriv med
hjälp av begreppen parallellogram och diagonal hur vektorerna z 1 , z 2
och (z 1 + z 2 ) ligger i förhållande till varandra.
c) Rita in vektorn (z 1 – z 2 ) (= z 1 + [–z 2 ]) i samma koordinatsystem.
Beskriv med hjälp av begreppen parallellogram och diagonal hur
vektorerna z 1 , –z 2 och (z 1 – z 2 ) ligger i förhållande till varandra.
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V9.7
a)
b)
V9.8
a)
b)
V9.9
Rita vektorn z = 3 – 2i i det komplexa talplanet. Rita med dess
hjälp vektorerna
3–z
c)
2i – z
–2 + z
d)
1 + 2i + z
En pytagoreisk trippel är tre heltal a, b, c sådana att a2 + b2 = c2.
a
b
Detta innebär att ( )2 + ( )2 = 1.
c
c
a b
Var befinner sig de komplexa talen + i i det komplexa
c
c
talplanet?
Vilka av följande tripplar är pytagoreiska: (5,12,13), (8,15,17),
(8,24,25), (9, 40, 41), (2, 27, 35)?
Motivera med hjälp av en geometrisk figur att
z 1 + z 2  ≤ z 1  + z 2 .
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V9.10 Vilken av olikheterna a) – d) beskriver det skuggade området
nedan?
a)
b)
c)
d)
|z – i| ≤ 2
|z – 1 – i| ≤ 2
|z – 1| ≤ 2
|z – 1 – i| ≥ 2
V9.11 Markera i det komplexa talplanet de tal z, som uppfyller
a)
b)
c)
villkoren
|z – i| ≤ 3
|z – 4i| ≥ 3
2 ≤ |z – 1| ≤ 4
Algebra - 69
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